Studijny text - Python

Rekurzia

je programovacia technika, ktord umoZniuje elegantne riesit niektoré ulohy. Elegancia spociva najma
v jednoduchosti zapisu algoritmu. Rekurziu mozno pouZit, ak rieSenie nejakého problému vedie k rieseniu
analogickych problémov smerujucich az k trividlnemu problému.

Uloha R.1

Vytvorte program na vypocet n-faktoridlu pre neZ a zaroveri n > 0.

Analyza

Rekurentnd definicia vypoctu n-faktoridlu pre n > 0 hovori:

ol=1 vypocet 0! - trividlny problém

nl=n*(n-1)! pren>0 vypocet n! vedie k analogickému ale jednoduchsiemu problému, vypoctu (n-1)!

V zmysle rekurentnej definicie mozno napr. 5! vypocitat ako 5*4! = 5%(4*31) = 5*(4*(3*2!)) = 5*(4*(3*(2*1!))) =
5*(4*(3*(2*(1*0!)))) =5*(4*(3*(2*(1*1)))) = 120 (zatvorky naznacuju, ako sa uskutocni vypocet)

»Elementarne” rieSenie s pouzitim lokdlnej premennej vysledok:

def fakt(n):
if n ==

Il
—

vysledok # nerekurzivna vetva, ukoncenie rekurzie

else:
vysledok
return vysledok

n*fakt (n-1) # rekurzivna vetva, volanie funkcie fakt()

RieSenie bez pomocnej premennej vysledok:

import vratcislo

def fakt(n):
if n ==
return 1
else:
return n*fakt (n-1)

def main () :

n = vratcislo.nezaporneCele ("Zadaj n: ") # pouZitie modulu vratcislo
print ("{}! = {}".format(n, fakt(n)))
main ()

Pri pouZiti rekurzie budeme dodrziavat nasledujuce pravidla:

1. Musi byt urceny koniec vypoltu - situdcia, ked je problém uZ tak zjednoduseny, Ze ma trividlne
(,,bezvypoctové”) riesenie. Rekurzia uz dalej nepokracuje. V pripade faktoridlu to je skuto¢nost, ze 0! = 1.

2. V kaidom kroku rekurzie musi dojst k zjednoduseniu problému. U faktoridlu to je vykonanie jednoduchého
Ukonu - ndsobenia a predovsetkym zmensSenie parametra vypoctu o jednotku. Parameter n postupne
nadobuda hodnoty smerujuce k trividlnemu rieSeniu, pre n>=3: n, n-1, n-2, n-3,..., 1, 0.

3. Program musi obsahovat test, ¢i nenastala koncova (trivialna) situacia. Pre faktorial to je test rovnosti n == 0.
Len ak nenastala trividlna situdcia, vykona sa rekurzivna vetva.

Uloha R.2

Vytvorte program na vypocet mocniny x" pre xeR-{0} a neN,.

Analyza

Rekurentna definicia vypo&tu mocniny x" pre xeR-{0} a neNg:

xX’=1 pre xz0 vypocet x° - trividlny problém

X" =x * x"! pren>0 vypoclet x" vedie k analogickému problému, vypoc&tu x"*
Poznamka

0° nie je definované.



import vratcislo

def umocni (x,n) :
if n ==
return 1
else:
return x * umocni (x,n-1)

def main () :
while True:
x = vratcislo.realne("Z4dklad mocniny:

n = vratcislo.nezaporneCele ("Exponent:

if x == 0 and n ==
print ("Nula na nultd nedefinované!")
else:
break
print ("{} na {} = {}".format (x,n,umocni(x,n)))

main ()

Pripominame iteracné (iteracia — opakovanie) riesenia:

def umocni (x,n): def fakt (n)
vysledok
for i in range(n,0,-1):

vysledok *= i
return vysledok

vysledok =1

for i in range(n):
vysledok *= x

return vysledok

")
ll)
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# alebo (1,n+1) :

Kazda rekurzia obsahuje rekurzivnu vetvu, v ktorej je vlastne schovany cyklus — opakované volanie procedury,
a nerekurzivnu vetvu, ktora zabezpecuje ukoncenie ,cyklu”. Aktualne hodnoty premennych pred vnorenim do
dalsej funkcie sa odkladaju do zasobnika. Rekurzivne rieSenie tlohy, v porovnani s iteratnym, je vo vSeobecnosti
c¢asom vypoctu aj pouZitou pamitou naroénejsie! Rekurzia sa pouZiva len pri zloZitejSich Ulohdch. Uvedené
jednoduché ulohy st vhodné na pochopenie rekurzie, neodporiéame ich vsak v praxi pouzivat.

Ak rekurzivna funkcia vola samu seba ako posledny prikaz (rekurzivny vypocet faktoridlu aj mocniny), hovori sa aj

o chvostovej rekurzii.

UlohaR.3

Napiste rekurzivnu proceduru na najdenie najvacsieho spolo¢ného delitela dvoch prirodzenych Cisel, ak viete, Ze:

NSD (a,0)=a resp.NSD(0,b)=b

NSD (a mod b, b)

pre a#0azarovenn b0 NSD (a,b) = alebo

NSD (a, b mod a)

RiesSenie

Naprogramujte si algoritmus tak, ako je uvedeny v zadani. NizSie dalSia alternativa.

import vratcislo

def nsd(a,b):
if b ==
return a
else:
return nsd(b, a%b)

def main () :
a = vratcislo.cele("Zadaj celé ¢islo: ")
b = vratcislo.cele("Zadaj celé c&islo: ")
print ("NSD({},{}) =

main ()

{}".format (a,b, nsd(a,b)))
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Daldou moZnostou je vyuZitie algoritmu

aka=b NSD (a, b) =a alebo b

NSD (a- b, b) aka>b
preazb NSD (a,b) = {

NSD (a, b - a) akb>a
Uloha R.4

Pravdepodobne najznamejsim problémom rieSenym Standardne rekurziou su tzv. Hanojské veze. Legenda hovori,
e v starobylom kldstore ukrytom v dalekom kute Azie stoja tri zlaté koliky. Na prvom z nich je nasunutych 64
diskov roznych velkosti, a to tak, Ze najvacsi lezi dole, nad nim leZi o nie¢o mensi, nad nim e$te mensi atd. Ulohou
mnichov je premiestnit tito vezu na druhy kolik, pricom musia dodrzat tieto pravidla:

e naraz sa mdze premiestnit iba jeden disk

e  vacCSi disk sa nikdy nesmie polozit na mensi

e ktorykolvek z troch kolikov mozZno pouzit ako ,odkladaci“ na do¢asné umiestnenie disku

Podla legendy svet zanikne vo chvili, ked mnisi svoju Ulohu splnia.

Pozri: https://cs.wikipedia.org/wiki/Hanojsk%C3%A9 v%C4%9B%C5%BEe

Obrazok sme nakreslili pre tri disky (A, B, C). Stojany su oznacené 1, 2 a 3. Pre oznacenie kolikov sme zvolili
premenné ODKIAL, KAM a POM (POMOCOU).

1.

3.

= -
!A — = |4 B

1 9 3
ODEIAL EAM POMOCOT

Myslienkovy postup pre N diskov je nasledovny:

Aby sme najvadsi disk (v obrazku oznaceny A) mohli presunut z kolika 1 na kolik 2, musime:

e najprv presunut nad nim leziace disky, t.j. vezu zloZzend z N-1 diskov, na kolik 3 pomocou kolika 2 — analogicky
problém, ako presunut N diskov

e potom moézeme disk A premiestnit z kolika 1 na kolik 2 a

e nakoniec presunut vezu so zvysnymi N-1 diskami z kolika 3 na kolik 2 pomocou kolika 1.

def prenesVezu(pocet, odkial, kam, pom):
if pocet > 0:
prenesVezu (pocet-1, odkial, pom, kam)
prenesDisk (odkial, kam)
prenesVezu (pocet-1, pom, kam, odkial)

def prenesDisk(z,na):
print(z," -> ",na)

prenesVezu(3,1,2,3)

Jednoduchost procedury PrenesVezu prekvapi asi kazdého. Uspesnost rekurzie spociva v tom, Ze ak poéitaé nevie
nie¢o vyhodnotit, odloZi to do zasobnika. Tak pocita¢ odkladd PrenesVezu pre ¢oraz menej diskov, aktualizuje
ODKIAL, KAM, POM - uvedomte si, ktoré parametre si formdlne aktoré skuto¢né(!), az niet ¢éo preniest
a pokracuje dalsim prikazom PrenesDisk atd"

Urcte rekurzivnu a nerekurzivnu vetvu procedury PrenesVezu.


https://cs.wikipedia.org/wiki/Hanojsk%C3%A9_v%C4%9B%C5%BEe
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Uloha R.5
Vytvorte rekurzivnu funkciu na vypocet kombina¢ného cisla [Z] (nz20, k20, n2k, n, k prirodzené ¢isla) —
koeficientu Pascalovho trojuholnika.

Analyza
Vzorec na vypocet kombinacného Cisla (Z} = n!/((n-k)!*k!)

Rekurentna definicia:
prek=0alebok=nsa [ZJ = 1inak

n n—1 n—1
(=02 (5
RieSenie aj s kontrolou:

def NnadK(n,k):
if (k == 0) or (k == n):
return 1
else:
return NnadK(n-1, k-1) + NnadK(n-1, k )

while True:

n = int (input ("Prirodzené ¢islo n: "))
k = int (input ("Prirodzené c¢islo k: "))
if n >= k:
break
else:
print ("n < k - nedovolené!")
def fakt(n):
if n ==
return 1
else:

return n*fakt (n-1)

def kombCislo (n,k):
return fakt (n)//fakt (n-k)//fakt (k)

print ("{} nad {} = {}".format( n, k, NnadK(n,k) ))
print ("Kontrola:", kombCislo (n,k))

Uloha R.6*

Napiste nerekurzivnu a rekurzivnu funkciu na vypocet ¢lenov Fibonacciho postupnosti po zadany index >0, ak
viete, Ze:

Fo=0aF,=1

F,=F.1+Fiy prei>1

Cleny Fib. postupnosti: 0,1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144,...

Variacie na tému vypocet ¢lenov Fibonacciho postupnosti (o tychto funkciach sa pobavime pri Studijnom texte
Spravnost a vypoctova zloZitost algoritmu a programu):

po_index = int (input ("Fibonacciho &isla po index: "))

# ITERACIA
# najefektivnejsi vypocet
def fib iteracne for(po_index):
prva hodnota, druha hodnota = 0,1 # pouZité len dve premenné!
for inx in range (po_index) :
print (prva hodnota, end=", ")
prva hodnota, druha hodnota = druha hodnota, prva hodnota + druha hodnota
print (prva_ hodnota)

print ("\nNajefektivnejs8i vypolet pomocou iteréacie:")
fib iteracne for (po_ index)
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# pouZitie while
def fib iteracne while(po_index):
inx = 0
prva hodnota = 0
druha hodnota = 1
while inx <= po_index:
if inx <= 1:
nasledujuca
else:
nasledujuca = prva hodnota + druha hodnota
prva hodnota = druha hodnota
druha hodnota = nasledujuca
print (nasledujuca, end=", ")

inx

inx += 1
''' odstranenie ¢iarky za poslednym Clenom pre while inx < po_index:
if inx != 0:
print (prva hodnota + druha hodnota)

else:
print (inx)

Tea

fib iteracne while (po_index)

# vyuZitie zoznamu (pre po_index >= 1)
def fib v _zozname (po_index) :
fib = [0,1]
for i in range(2,po_index+l):
fib.append (fib[-1] + fib[-2])
return fib

print ("\nIterac¢ny vypocet s ukladanim do zoznamu:")
zoznam = fib v zozname (po_index)

print (zoznam)

print ("Ten isty zoznam vypisany ako retazec:")
retazec = ', '.join( str(clen) for clen in zoznam )
print (retazec)

# REKURZIA
def fib rek def (index):
if index ==
return O
elif index == 1:
return 1
else:
return fibdef (index-1)+fibdef (index-2)

def fib rek(index) :
if index < 2:
return index
else:
return fib rek(index-1)+fib rek (index-2)

print ("\nRekurzivny vypocet:")
for inx in range (po_index) :

print (fib rek(inx), end=", ")
print (fib rek(po_ index))

# zefektivnenie rekurzie pouZitim dict
def fib pom slovnika (index, index hodnota={}) :

if index in index hodnota: # najpravdepod.udalost, hodnota uz bola pocitana - je v slovniku
return index hodnota[index]

elif index > 1: # vypocitanie novej hodnoty a vloZenie do slovnika (rek.vetva)
index hodnota[index] = fib pom slovnika (index-1) + fib pom slovnika (index-2)
return index hodnota[index]

return index # preindex == 0 alebo index == 1 (nerekurzivna vetva)
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print ("\nRekurzivny vypoclet s vyuzitim slovnika (dict):")
#print ("Hodnota na indexe {} je {}".format (po index, fib pom slovnika (po index)))
for fib inx in range (0,po_index) :
print (fib_pom slovnika (fib_inx), end=", ")
print (fib pom slovnika (po_index))

Vypis po spusteni ,variacii“:

Fibonacciho ¢isla po index: 19

Najefektivnej$i vypoclet pomocou iteréacie:

o, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181
o, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181,
Iterac¢ny vypocCet s ukladanim do zoznamu:

(6, 1, ., 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181]
Ten isty zoznam vypisany ako retazec:

o, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181

Rekurzivny vypocet:
o, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181

Rekurzivny vypocet s vyuzitim slovnika (dict):
o, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181

Uloha R.7
Vytvorte rekurzivnu funkciu na prevod prirodzeného Cisla z desiatkovej do dvojkovej sustavy. Vysledkom nech je
retazec obsahujuci znaky cisla dvojkovej sustavy.

Analyza

Algoritmus (Informatika pre stredné Skoly, ucebnica pre 1.roc¢nik, Ivan Kalas a kolektiv, SPN, str.34):
Desiatkové Cislo vydelime 2.

Zapiseme zvysok (0 alebo 1).

Vysledok delenia opat vydelime 2.

Zvysok zapisSeme pred predchdadzajuici zvySok.

Opakujeme 3. a 4. krok tak dlho, kym vysledok delenia nie je 0.

vk wnN e

Riesenie
def prevedlOna2(cislol0):
if cislol0 ==
return ""

else:
return prevedlOna2 (cislolQ0 // 2) + str(cislol0 % 2)

cislol0 = int (input ("Previest ezdporné c¢islo s desiatkovej do dvojkovej sustavy: "))
if cislol0 ==

print ("0 = 0")
else:

print ("{} = {}".format (cislol0, prevedlOnaZ2(cislol0)))
print ("Kontrola:", bin(cislol0))

Uloha R.8*
Vytvorte rekurzivnu proceduru na rozklad prirodzeného cisla na sucin prvocisel (prvocinitelov);
prirodzené Cislo = c;.c,. ... .C, kde ¢; je prvocCislo prei=1azn; napr.84=2*2*3*7,

Riesenie Studenta Samuela Novelinku:

import math

def rozloz(cislo):
for delitel in range (2,math.ceil ((math.sgrt(cislo)))):
if(cislo%delitel == 0):
return (str(delitel)+" * "+rozloz(cislo//delitel))
return str(cislo)
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rozlozit = int (input ("RozloZit na suc¢in prvocisel ¢islo: "))
print (rozlozit," = ",rozloz(rozlozit))
Uloha R.9*

Vytvorte a poutzite rekurzivnu funkciu, ktora vrati index prvého vyskytu zlava hfadaného prvku v poli; ak sa prvok
v poli nevyskytuje, vrati -1.

Analyza

Uloha v podstate vyZaduje rekurzivne naprogramovanie linedrneho vyhladavania v poli.
RiesSenie

import pole

def hladaj(lavy index):
if lavy index == len(pole):
return -1
else:
if pole[lavy index] == hladat:
return lavy index
else:
return hladaj (lavy index+1)

pole = pole.vytvorIntNahodne (1,10)
hladat = int (input ("HIadat hodnotu: "))
inx = hladaj (0)
if inx > -1:
print ("Index prvého vyskytu: ", inx)
else:
print ("Hodnota sa v poli nevyskytuje!")

Pozndmka
Aj binarne vyhladavanie mozno napisat cez rekurzivnu funkciu.

Na zaver dva priklady na rekurziu aj z grafiky. Podstatou takychto uloh je naprogramovanie ,,zakladného” obrazca,
po nakresleni ktorého pokracuje rekurzia nakreslenim znova ,toho istého” obrazca ale so zmenenymi
parametrami. tkinter je grafickd kniZnica ktord umoznuje vytvorit grafické platno (okno) avnom vykreslit
napriklad lomenu ¢iaru so zadanymi suradnicami.

Uloha R.10*
Vytvorte program, ktory rekurzivne nakresli, po zadani medzery, Spirdlu [¢= o
podla obrazka.

Analyza

Spirala sa sklada ,zo $tvorcov s posunutymi stenami smerom dovnutra“.
Kazdy novy ,Stvorec” zacina v bode, kde skoncil predchadzajuci , Stvorec”.

RieSenie @

import tkinter

def spirala(dlzka, x, y):

medzera = 10
if dlzka>0:
xd = x + dlzka
yd = y + dlzka
xm = x + medzera
ym = y + medzera
g.create line(x, vy, xd, vy, xd, yd, xm, yd, xm, ym)
(

spirala alzka—Z*medzera, x+medzera, y+medzera);
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g = tkinter.Canvas (width=550, height=550, bg="white")
g.pack()
spirala (500,10,10)

Uloha R.11*

Analyzujte, podla priloZzeného rieSenia, ako dojde k vykresleniu obrdzka vpravo. [¢« ==

RiesSenie

import tkinter

def stvorce (pocet, dlzka, x, Vy): y

if pocet > O: E§§>
xd = x + dlzka
yd = y + dlzka
xd2 = x + dlzka//2
yd2 =y + dlzka//2
xd4 = x + dlzka//4
ydd = y + dlzka//4

g.create line(x,y, xd,y, xd,yd, x,yd, x,yd2, xd2,yd, xd,yd2, xd2,y, xd4,yd4)
stvorce (pocet-1, dlzka//2, xd4, yd4);
g.create line(xd4,yd4, x,yd2, x,y) # preco je tu tento prikaz a ¢o robi?

g = tkinter.Canvas (width=550, height=550, bg="white")
g.pack()
stvorce (6,500,10,10)

NA ZAVER

Rekurzia je velmi elegantnou programovacou technikou, avsak pamatovo aj ¢asovo omnoho narocnejsou, ako je
iteracné rieSenie (pouzitie for-cyklu, while-cyklu) toho istého problému. Vysvetlili sme ju na jednoduchych
Ulohach (R.1 az R.9), ktoré by ste vsak, okrem Hanojskych vezi, nikdy nemali riesit rekurziou. Rekurzia sa vyuZiva
pri rieSeni zlozitejSich problémov, ktoré su rozobraté napriklad v knihe N.Wirtha Algoritmy a Struktury adajov.



